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Chapitre 3

Différentiabilité et Calcul différentiel

3.1 Définitions et Exemples :

3.1.1 Definition et Notation

Pour alléger les notations, Nous commencons par des fonctions de deux variables.

Dérivées partielles premieres :

Rappel (DERIVEE).
Soit f : I c R — R une fonction dérivable sur un intervalle I c R.
La dérivée de f au point x¢ € I est donnée par :
. fxo+h)—f(xo)
m

£ (x0) = lem @)= Fxo) _ li

X0 X—Xo h—0 h

Définition 31 Soit f une fonction & valeurs réelles définie sur une partie ouverte D c R2.
Soit (xg,y0) € D , Les dérivées partielles de f en(xg,yo) sont les dérivées des fonctions g1 et g9 tel
que :

g1(x)=f(x,50), et g1(y)=f(xo0,¥)

sont deux fonctions de la seule variable. Si g1 et go sont dérivable en xg et yo respectévement,
on aura alors

' . 81()—gi1(xe) .. gilxo+h)—gilxo) .. [(xo+h,yo)—f(x0,¥0)
gl(xo) = lim = lim = lim
xX—XQ X — X0 h—0 h h—0 h

et

v 8200 —82(y0) . galyo+h)—galyo) .. f(xo,y0+h)—f(x0,y0)
go(y0) = lim =lim =lim
Y=¥0 y—250 h—0 h h—0 h

Les deux nombres gll(xo) et g;(yo) sont appelés Les dérivées partielles de f par rapport a x
et a y respectévement au point (xg,yo)

et on note of( )
/ X0, /
g1(0) = =02 = £(x0,30)
x
« 07 (x0,30)
/ X0, Y !
ga(yo) = # = f,(x0,0)

29
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Exemple 1:

1. Soit :
f: R - R
) = flxy=x%"°
Cherchons les dérivées partielles en (a,bd).
on a

, df (a,b
fila,b) = f;a’ ) 9ap?
. of (a,b)
’ _ a, _ 2,92
fy(a,b)——ay =3a’b
2. Soit
f: R - R

(x,y) — f(x,y)=xsin(xy)

Cherchons les dérivées partielles en (a,b).

on a
of (a,b)
0

fila,b) =

=sin(ab) + ab cos(abd)

et
o0f(a,b)

oy

f,(a,b)= = a®cos(ab)

Définition 32 (DERIVEE PARTIELLE)) Soient f :EcR"® — Ret a € E, pour i =1,2,...,n,
on appelle dérivée partielle par rapport a x; de f en a =(a1,aq,...,a,) et on note %(C‘:) la dérivée
de la fonction partielle de f prise en a;

af(a) . f(aI,'--aai—lyxiyai+l,---,an)_f(aly"-aan) . f(al,'“aai—l,h+ai,ai+19-",an)_f(ala'“aan)
— = lim =lim
0x; Xj—a; X;—Qaj h—0 h
Exemple 2 :
Soit

f: R - R

(x,y) — flax,y)=x2—y>

Cherchons les dérivées partielles de f

on a
. fx+h,y)—flx-y) . (x+h)2—y2—(x2—y2) . 2xh+h?

m A = Hm A = hm = 2xcR

h#0 h#0 h#0
cette limite existe et donc

of (x,y)
— " =9x
Ox
De méme maniére on trouve
of (x,y)
= —2y
dy

Définition 33 Si la dérivée partielle % a la i°™° variable existe en tout point E .
On définit Uapplication dérivée partielle parapport a x; par.
of .
a_xi : EcCcR* — ; R
r = Lw
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Notation : On peut noter 3 f f;c
Remarque :
I'existence de dérivées partielles en un point n’entraine pas la continuité en ce point.

13

Exemple 2
La fonction

xy .
2 _ ) = pour (x,) #(0,0);
V(x,y) € R?, f(x,y) { 0 i (x,y) = (0,0)

On a déja vu que la fonction f n’est pas continue au point (0,0) ( Ex.7).
Calculons les dérivées partielle au point (0,0).

—f(o 0)=1li Of(x’O)_f(O’O):hnégzo
%0 X 0 "
= %(0,00=0¢€R
et 0 0,0 0
—f(OO)—l 1(0,5)-f(0, ):lim—:O
y—>0 y y=0y
y#0 y#0

of _
= £0,0=0¢R

Conclusion : les dérivée partielles de f existent au point (0,0) mais f n’est pas continue au
point (0,0).
Par contre, on sait qu’'une fonction d'une seule variable, dérivable en un certain réel, est auto-
matiquement continue en ce réel et donc 'existence de dérivées partielles entraine la continuité
partielle.

Fonctions dérivées partielles d’ordre 1

Définition 34 Soit f une fonction définie sur un ouvert non vide E de R" a valeurs dans RP.
Pour i€ [1;n], f admet une i —eme dérivée partielle sur E si et seulement si f admet une i —éme
dérivée partielle en chaque point a de E.

Dans ce cas, on peut définir lai—eme fonction dérivée partielle sur E notée
de n variables, définie sur E & valeurs dans RP,

4 .
a_j:» : C’est une fonction
12

Théoréme 21 Soient f et g deux fonctions définies sur un ouvert non vide E de R" a valeurs
dans RP.
Soit i € [1;n],

1. Si f et g admettent une i —eme dérivée partielle sur E, alors pour tout (a;B) € K2
af + g admet une i —eéme dérivée partielle sur E et

daf +p8) _ O , 08
O0x; 0x; 0x;

2. Si f et g admettent une i —éme dérivée partielle sur E,alor f x g admet une i —eme
dérivée partielle sur E et
olf xg) _of
+fxsE
0x; le axz
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3. Si f et g admettent une i —eme dérivée partielle sur E,et si g ne s‘annule pas sur E alors
g admet une i —eme dérivée partielle sur E et

a(é) i><é,r—]"><a—g

_ Ox; 0x;

Ox; g2
Par exemple, si pour tout (x,y) e R2, f(x,y)= xe<+y’ alors;
pour tout (x,y) € R?
%(x,y) = XY L ox2e Y = 1+ 2x2)exz+y2
0x
et

0
—f(x,y) = nye’CZ“Ly2
oy

Exercice

Soit f la fonction définie sur R? par :

V(x y)€R2 f(x y) = x2+;g2)’ pour (x,y) #(0,0);
’ C 0, si (x,y) =(0,0).

Etudier lexistence des dérivées partielles de f sur R? et les déterminer.

3.1.2 Dérivée suivant un vecteur
Pour analyser l'existence et la valeur de la i —eme dérivée partielle en a = (ay,...,a,), on

s’est intéressé a

1
lim
Xi—a; X; —Q;

(f(a17"'7ai—1;xi7ai+1a "'7an) - f(aly'“yan))

qui peut aussi s’écrire

1
}lln(l) E(f(alw",ai—l?h +ai7ai+1""7an) - f(a17"'7an))

En notant (eq,...,e,) la base canonique de R”, on a donc

of o1
a—xi(a) = ]11111(1) E(f(a +he;)-f(a))

On dit alors qu'on a dérivé la fonction f en a suivant le vecteur e;. On généralise cette
notion :

Définition 35 Soit f une fonction définie sur un ouvert non vide E de R" a valeurs dans RP.
Soit a un point de E.

Soit v un vecteur non nul de R" donné.

f est dérivable en a suivant le vecteur v si et seulement si la fonction d’une variable réelle
h— }ll(f(a + hv) — f(a)) a une limite quand h tend vers 0. Dans ce cas, cette limite s’appelle la
dérivée de f en a suivant le vecteur v et se note D, f(a) :

1
D,f(a) = }ILI—I>I(1) E(f(a +hv) - f(a)
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En particulier, Si (eq,...,e,) est 1a base canonique de R™

i(a) =D,,f(a)
axi

Exemple

Soit f la fonction définie sur R? par :

1, six#0ety#0;

V(x,y)ERz,f(x>y):{ 0, six=0ouy=0.

Pour x # 0.
,0)-£(0,0 - 1s (x,0)-£(0,0)
[=0-70.0 x_g( ) = 0 puis limj,_o L8010 x_(f) =0

Donc, %(0,0) existe et %(0,0) =0
De méme 35(0,0) existe et 5£(0,0)=0

Soit v =(1,1) #(0,0).
Pour h #0 %(f(hv)— f(0)) = %f(h,h) = }_1; expression qui n’a pas de limité quand A tend vers 0.
Donc f n’est pas dérivable en (0,0) suivant le vecteur v =(1,1).

Ainsi, f admet des dérivées partielles par rapport a chacune de ses deux variables en (0,0)
mais n’est pas dérivable suivant tout vecteur en (0,0).

3.2 Fonction différentiable.

Définition 36 Soient (E,|.|g) et (F,|.lF)2ev n; U ouvertde E et f :U — F une application.

Casou E =R
f est dérivable en xq; de derivée f ’(xo) si

. flxo+h)—fxo)
lim
h—0 h

—f(x0)=0

cad. ,
fleo+h)—f'xo—hf (x0)=hé(R); avec &(h) —0

Lapplication linéaire
L : R — F
h — L(h)=hf (xo)
est continue .
&lle est appelée differentielle de f au pt. xo.

Cas ou E =R?

Soit f une fonction définie sur une partie U de R2, et (xq,yo) € U.
On dit que f est différentiable en (xg,yo) s’il existe deux constantes réelles A et B telles que telle
que

flxo+hi1,y0+h2)—f(x0,y0) =Ah1+Bha+|hlI{(h) avec h=(hi,hg)

ot { est une fonction a 2 variables telle que ((h) Py 0
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Casou E =R"
f est différentiable en xy € U c E si il existe une application linéaire continue L € £(E,F) et une
application { définie d’un voisinage de 0 dans E & valeur dans F tel que

Vh /| xo+heU, ona f(xo+h)—[f(xo)=Lh+(|R|{(R))

avec L est appelé : la différentielle de f en x .

PROPOSITION 26 Lapplication L si elle existe, elle est unique.

Théoréme 22 Si f est différentiable au point xo alors elle admet des dérivées partielles pre-
miéres en x.

dans cas R?
A = f,(x0,y0) et B = f,(x0,¥0)

PROPOSITION 27 Si f est différentiable au point xy alors; elle est continue en ce point.

preuve
Si f est différentiable au point xq alors,

f(xo +h)— f(x0) = L(x0).h + IR II{(R)
= I (xo +h)— f(xo)ll = (L(x0) + {(R)).II ]l

PROPOSITION 28 Si E =R
Si f est différentiable au point xy SSi elle est dérivable en xq et on a

df(xo)(h) = hf (xo)

PROPOSITION 29 Si f admet des dérivées partielles sur un voisinage de xg et si les applica-
: of . . e .
tions .- sont continues en ce point, alors f est différentiable au point x.

Remarque
L'existence des dérivées partielles au point x¢ n’entraine pas la différentiabilité de f au point
X0-

PROPOSITION 30 Soit f:U cR" — RP est différentiable au point xo € U. f admet des déri-
vées partielles en xy par rapport a chaque variable x; et la différentielle totale s’écrit : pour tout

h=(hy,...hp)€eR"

n a n
df ot =3 L eohi = 3 Dif eodhs
=1

=1 0%; i

Cas de R?
Soit f : U c R%2 — R est différentiable au point (xg,vo) € U. f admet des dérivées partielles en
(x0, yo) par rapport a chaque variable et la différentielle totale s’écrit : pour tout & = (h1,hs) € R?

0 0
df(xo,y0)(h1,h2) = —f(xo,yo)h1 + —f(xo,yo)h2
0x o0y
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Notons dx la différentielle de : (h1,ho) — hqie dx(hi,ho) =h1

dy la différentielle de : (h1,h2)— hoie dx(hi,ho) =ho

Alors of of
df(hi,hg)=(=—(x0,y0)dx + —(x0,y0)dy)h1,h2)
0x oy
Donc
0 0
df = —f(xo,yo)dx + —f(xo,yo)dy
0x o0y
Exemple : 1

Calculons la différentielle de la fonction f définie par
f(x,y) = e*cos(x® + y?)

Ona:
df = (cos(x? + y? — 2xsin(x? + y2))e“dx — 2ye“ sin(x? + y2)d y

Définition 37 On dit que f est différentiable sur E si f est différentiable en tout point de E
Exemple 2
Soit une fonctionnelle f de R? dans R , définie par
flx,y)=x*+3x%y

on a point (1,—1)

fA+h1,-1+hy)—f1,-1)=(1+h)* +30A +h1)*(~1+hg)+2 (3.1)
=1+4h1 +6h% +4h3 + AT +(3+6h1 +3h3)(~1+hg)+2 (3.2)
=1-3+2+(4—6)h1+3ho+[6h2+4h3 + h} —3h2 +6h1hg+3h2hs]

(3.3)
=—2h1+3hg+Il(h1,ho)le(hy, o). (3.4)

On vérifie bien que €(h1,h2) — 0 quand (h1,h2)— (0,0).
Donc f est différentiable au point (1,—1) et sa différentielle est ’application linéaire :

Df(1,-1):(h1,hg) — —2h1+3hs

On remarque que :

0
f(x,y) =43 + 6xy
Ox
et of( )
fxyy :3x2
Oy
et donc 0F1.-1)
Ox
° of(1,-1)
L C -3

oy
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Exemple 3

Soit f une fonction défini par :

0,0
f(xyy):{ ’ Sln(\/_) Sl(x y)#( )

0 sinon.

e [ est continue en (0,0) car |f(x,y)| < x? < x2 + y?
donc
| G, )] < l1Cx, )~ (0,0)]1

Alors

(x,yl)E(IO )f(x 1) =0=7(0,0

e Dérivées partielles premiére en (0,0).
92(0,0) = limy, .o LB2LCO — Jim,_ s hsin() =0
b . 0,k)—£(0,0

- 5£(0,0) = limy, o LOPLE0 = ¢

o Dérivées partielles premiére sur R? \ (0,0).

_ 3 1

(x y) = 2x sin( \/ on ) (\/x§+y2)3 COS(\/ﬂTyZ)

_of —_ 1
590 =~ COS<W>
¢ Différntiabilité en (0, 0).
Si f est différentiable en (0,0) alors on a correspondance avec les dérivées partielles et donc
Popérateurs linéaire est 'opérateur nul ; on a ainsi que :
|h? sin;I
_ f(h,k)-f(0,0)] _ V2412 h2

e, ) = "G, = —wRn, = e = 10kl
Or ||(h,k)|l2 — 0 quand (h,k) — (0,

donc f est diff. en (0,0).

Remarque

une fonction qui est diff. en point xy admet des dérivées prtilles en ce point. C’est une condi-
tion nécessaire pour que f soit diff. mais cette condition n’est pas suffisante ; une fonction peut
avoir des dérivées partielles en un point sans étre différentiable en ce point.

Exemple 4

Soit f une fonction défini par :

B4y .
f(x,y):{ T S #(0,0)

0 sinon.
e [ est elle différentiable en (0,0)?.
En remarquant que f(x,0) = x et par symétrie que f(0,y) =y

on a que af(O 0)= 0f(0,0): 1
Si f était dlfferentlable en (0,0), on aurait que L(h,k)=1xh+1xk=h+Ek,
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En prenant comme norme ; la norme 1, on obtenons que

f(h,kR)—h—k  —hk(h+k)

k) = T~ (AT D2+ 7D

Si I’on fait tendre ||2| vers 0 quand A = & on obtient
—2h%  —h3
2|h| x2h2  2|h|3

Donc quand 2 — 0* Alors e(h,h) — _71 et donc f n’est pas différentiable en ce point. mais s’elle
posséde des dérivées partielles en ce point.

e(h,h) =

Théoréme 23 Soit f une fonction & valeurs réelles définie sur une partie ouverte D de R? . Soit
(x0,v0) €D. Si f est de classe € au voisinage de (xo,yo), alors [ est différentiable en (xq,yo). La
réciproque est fausse.

Plan tangent

Définition 38 Soit f une fonction & valeurs réelles définie sur une partie ouverte D c R2, (x¢,yo) €
D et f est différentiable en (xg,yo) Léquation du plan tangent au graphe de la fonction f(x,y)
en (xg,yo) est

0 0
g(x,y) = f(xo,y0) +(x - xo)—f (x0,50) +(y - yo)—f (x0,50)
0x oy

Dérivée partielle d’'une fonction composée :

Théoréme 24 Si la fonction f : R* — R est de classe €' sur un ouvert U et si la fonction
g teR— g(t) = (x1(2),...,x,(t)) € U est aussi de classe € (i.e les fonctions x1(t),...,x,(t)) sont de
classe €1 alors la fonction composée :

t— g(t)— fog®) = f(x1(2),...,x,(?))

est de classe €' et sa dérivée est donnée par :

n

/ 0 /
(Fog) =3 2L 1), (D0

Exemple :
Soit F(t) = f(2 + cos(t),sin(?)) et f(x,y) = x> — y? +3xy
alors

F ()= %(x(t),y(t))x’(t) + %(x(t),y(t))y,(t) avec x(t)=2+cos(t) et y(¢)=sin(?)

donc
Fl(t) = —(2x(¢) + 3y(t)) sin(t) + (3x(¢) — 2y(t)) = —4(1 + cos(?)) sin(t) + 3cos(2t) + 6 cos(t)

Théoréme 25 On considére la fonction f : (x,y) — f(x,y) de classe €1 sur Vouvert U c R?
et les fonctions ¢1(u,v) — x(u,v) et pa(u,v) — y(u,v) de classe 61 aussi. Notons la fonction
g:(u,v)— gu,v) = f(x(u,v); y(u,v)) : c’est le cas d’'un changement de variables (x,y) en (u,v). La
fonction g est de deux variables; on applique le théoreme d’une fonction composée sur chacune
des fonctions suivantes : u— f(x(u,v);y(u,v)) et v — f(x(u,v);y(u,v)), on pourra exprimer les
dérivées partielles de g en fonction des dérivées partielles de f :
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98 _ Of ox , Of Oy
ou ~—  O0x'0u Oy Ou
08 _ Of ox  0F 0y
ov ~  O0x'0v ' Ay 0v
ou bien
of _ 08 9u , 08 dv
a T Quox Qv ox
of _ 0 ou, ok ov
0y ~  Ou'dy Ov'ady
Rq

Cette méthode s’applique pour résoudre certaines équations différentielles aux dérivées par-
tielles

Exemple(Les coordonnées polaires) : Si on écrit x = rcos(0) et y = rsin(f) alors on a les dé-
rivées partielles

0 0
a—i =cos(0) £ = —rsin(0)

0
6—3: = sin(6) % = rcos(0)
Si f:R%2 — R est de classe €' ; alors application F : R** x R — R définie par
V(r,0)eR*" xR, F(r,0)=f(rcos(0),rsin(0))

est de classe €1;eton a

Lr,0) = cos(0).5Lx,y) +sin0). % x, )
%(r,@) = —rsin(@).%(x,y)+rcos(@).%(x,y)

Théoréme 26 Soit U un ouvert, f :U cR"* - R

— [ est dite différentiable sur U si elle est différentiable en tout point de U.

— Toute application différentiable en un point de U est continue en ce point.

— f est dite de classe €1(U) si elle est différentiable sur U et sa différentielle est continue.
— Somme, produit, inverse et composée de fonctions de classe € est de classre €*

3.2.1 Différentiabilité des fonctions composées :

Soit f:R" — R™ et g :R™ — R? deux fonctions avec n;m;p dans N* et a € R".
Si f est différentiable au point a et si g est différentiable au point b = f(a) alors A = gof est
différentiable au point a et :

Dh(a)=D(gof)a)=Dg(f(a)oDf(a)

Exemple :
Considérons les fonctions : g :R — R? et f : R2 — R définies par :

x2+1
y+2

g(t)=(cos(t),sin(t)) et f(x,y)=

Ona:
Dgs=R et Dy=Rx(R\{-2})
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Posons A = fog On a donc 2 : R — R telle que :

Veos2(t)+1

VteR =
te h(@) sin(¢) + 2

La fonction g est différentiable sur R et g(®) c ([-1,11)2 ¢ D r et f est différentiable sur D/
Alors h est différentiable sur R et :

sin(t) cos(t) B cos(t)\/m
(sin(t) +2)\/cos2(t) + 1 (sin(?) + 2)2

PROPOSITION 31 Si f est une fonction numérique différentiable au point a, il en est de méme
pour les fonctions composées f; (neN*)et ef.

B (t)=—

vneN* Df"'=nf"IDf
Del =e/Df

3.2.2 Opérations sur les différentielles
Addition de fonctions différentiables
PROPOSITION 32 On suppose que f et g sont deux fonctions de D c R" différentiables en a.
1. pour A,BeR la fonction Af + Bg est différentiable en a de différentielle
D(Af + pg)a)=ADf(a)+ BDg(a)

2. Si f(a) # 0 alors les fonctions % % et In|f| sont différentiables en a et leurs différentielles :

f’
@ 1 Df
D= =_—2L
L
(b) D Df
8 8—8
DEy=1726"571
P=""p
(c) D
D1n|f|:7f

3.3 Gradient d’une application et Matrice Jacobienne :

3.3.1 définition
Soit f :R* — R™ une application définie par :
fx)=(f1(x), fo(x),...,fm(x)) avec x=(x1,...,%,)

et différentiable sur R"

pour m =1 On appelle Gradient de f au point xy noté
Vf(xo) = gradf(xp), le vecteur définie par :
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I (x0)
ax

of
Vf(x'o) — 0x9 (xO)

.
%(xm
pour m > 1 On appelle Gradient de f au point x¢ noté
Vf(xo) = Jr(x0), la matrice jacobienne de taille (n x m) définie par :

%(xo) §§;<x> %(xo)
2 2 2
7(960) e (x0) -0 5= (x0)
Jf(xo)-(—f(xo))lqm- o 02 0
1<J<n . :
‘32';<xo) Un(xg) -+ L2(xo)

Pour m =n > 1 : La matrice jacobienne de f est une matrice carré de taille (n x n).

I (a)

-(a)
PROPOSITION 33 Pour tout a € D c R" le gradien Vf(a) = axz est l'unique vecteur tel

%(a)
que pour tout h € R"
Df(a)h)=<Vf(a),h >
ot pour deux vecteurs u = (u1,...,u,) et v = (v1,...,0,) de R* on a noté le produit scalair
<u,v>= Z;‘zl uiv;

Exemples 1:
Lapplication f : R? — R définie par f(x,y) = xy admet des dérivées partielles et on a

VF(x,y) = (y,2)

Définition 39 (Point critique)
Soit a € D cR"™ . On dit que a est un point critique de f si les dérivées partielles d’ordre 1 existent

et si 5
(Vie[1l;n], 6_9]:((1):0)@ Vf(@)=0

Exemples 2 :
Lapplication f : R? — R définie par f(x,y) = xy admet (0,0) pour unique point critique.

Exemples 3 :
Considérons la fonction f : R2 — R? définie par :
9 x
’ = + 'y T o 4
flx,y)=a"+y y2+1)

f est différentiable en tout point (xg, yo) de R? sa matrice jacobienne est :

Jr(x0,¥0) =

1(x0,y0) %—’;l(xo,yo) )_( 231c0 1 )

2%
Gf of: _1  _ _4a%0)o
2(x0’y0) 6—3,2(900,3’0) yg+1 (yg+1)2
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On a alors, pour tout (h, k) € R?

yg+1 (yg+1)2

2x0 1 h 2
Jf(xo,yo)(h,k)=( _1 2%y )X( A ) :( 2x0h +k, y?,ﬁl‘(ygﬁ(;zk )

Et par suite : Df(xg, yo) : R?2 — R? et définie par :

(h,k)—>(2xoh+k, h mk)

y2+l (32+1)2

PROPOSITION 34 Soit f et g deux fonctions différentiables en xg et soit a € R

1.
V(f + g)(xo) = Vf(x)+ Vg(xg)
2.
V(f x g)(xo) = g(xp) x Vf(x0) + f(x0) x Vg(xo)
3.

V(af)xo) =aVf(xg)

PROPOSITION 35 Soit f :R* — R™ et g : R™ — RP deux fonctions avec n;m;p dans N* et
a €R™,

Si f est différentiable au point a et si g est différentiable au point b = f(a) alors h = gof est
différentiable au point a et :

Jn(@) = I (F(@)) x I p(a)

3.4 Opérateurs différentiels classiques

3.4.1 Divergence et Laplacien d’une application :
-Dérivées successives :

Définition 40 Soit f : R® — R une fonction admettant des dérivées partielles dans un voisi-
nage de a.

Si lapplication x — g—g’:i(x) est dérivable par rapport a x; en a, alors sa dérivée partielle %(%)(a)
s‘appelle une dérivée partielle seconde de f en a et notée :

%f

0xj0x;

(a)

-Théoréme de Schwarz :

2 2
Si f admet des dérivées partielles secondes afj gxi (a) et 631- a}; j(a) dans un voisinage de a, et

si ces dérivées partielles sont continues en a alors :

2 2
af(a) o°f

dx,00; . Ox;0x;

(a)

Exemple.
Soit f : R? — R la fonction donnée par f(x,y) = x2y + 2xy + 1. Puisque [ est polynomiale, il est
clair que toutes les dérivées de f a tout ordre existent et sont continues (car polynomiales). On
a:
of 0*f

— 1 (x,y)— 2yx +2 t (x,y)— 2x+ 2
0x (,5) yrTay e 0yox (x,) *
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0 02
—f:(x,y)-—>x2+2x et —f:(x,y)-—>2x+2
oy 0x0y

et le théoréme est bien verifié.

- Divergence

Définition 41 Soit f :R" — R deux fois différentiable sur R*

e On appelle divergence de f lapplication : divf :R" — R définie par :
f of f

g () +—@)+...+ a—(x)
X1 O0x9

divf(x)= F 3%,

e On appelle Laplacien de f lapplication : Af :R" — R définie par :

o*f . 0%f o*f

PROPOSITION 36 Pour une fonction f :R* — R" de composante f1(x);....;[»(x), dont toutes
les dérivées partielles existent, on définit sa divergence par
. B _ v 0fi
divf(x)=tr(Jpx) =) —(x)

ou tr(J¢(x)) est la trace de la matrice jacobienne.

Remarque : On peut écrire parfois div(f)=V.f (le produit scalaire sur R").
ATTENTION : ne pas confondre les notions de gradient et de divergence. grad(f) est un vec-
teur alors que div(f) est un scalaire.

PROPOSITION 37 Soit f et g :R"— R différentiables sur R".

div(f +g)=div(f)+div(g)
div(f xg)=gxdiv(f)+f xdiv(g)

VAER div(Af) = Adiv(f)
Définition 42 (Rotationnel)

Soit une fonction f :R® — R3 de composante fi;f2;fs dont toutes les dérivées partielles
existent on définit le rotationnel de f par :

rot(f) : R® — R3
x — (rot(f)(x)

ou
_Ofs . 0fs 0fr, = Ofs .~ Ofp . Oft . _
(rotf)(x) = (—ax2 (x) O3 (x); s (x) o (x); 1 (x) 9% x)=VAFf
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tel que :
0
31 f1
Ero f2
V= et f=| .
: :
e In

ot x A\ y désigne le produit vectoriel entre les vecteurs x et y.

3.5 Fonctions de ¢* et Inégalité des accroissements finis

Théoréme 27 Soit f : D cR" — R? une fonction continue. Alors :

1. Siles dérivées partielles de f existent au voisinage de a et qu’elles sont continues au point
a, alors f est différentiable au point a.

2. Lapplication f : D c R* — RP est de classe €' sur D si et seulement si elle admet des
dérivées partielles continues en tout point de D.

Notation : On note €1(D,R) I'ensemble des fonctions de classe € sur D.

COROLLAIRE 2 Si f est de classe € sur D, alors f est continue sur D.

Définition 43 (Application de classe €2)
On dit que f est de classe €2 sur D si ses dérivées partielles d’ordre 2 existent et sont continues
sur D.

3.6 Inégalité des accroissements finis :

Définition 44 (SEGMENT)
On appelle segment fermé (respectivement segment ouvert) d’extrémités a et b d’'une espace R?
l’ensemble

[a,b] (resp. Ja,b[)={1—-t)a+tb telque t€[0,1] (resptel0,1[)}

Définition 45 (SEGMENT Convexe)
On dit que A c RP est convexe si pour tout (a,b) € A2, , le segment fermé [a,b] C A.

3.6.1 Inégalité des accroissements finis :

Fonction d’une variable réelle :

Théoréme 28 (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS (1))
Soit f : I c R — RP une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et a valeur dans RP On
suppose qu’il existe K > 0 tel que ’
If Dlge <k Viel

Alors

IF ) = FW e <Elx—yl V(x,y) €I’
Théoréme 29 (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS (2))
Soit f: I c R — RP une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et a valeur dans RP On
suppose qu’il existe une fonction ¢ : I — R dérivable, telle que

If ®llge <@ (t) Viel

Alors
£ @) — FWlre < lp(x) — ()| V(x,y) € I
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Théoréme général

Théoréme 30 (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS (3))
Soit f:D c R" — RP une fonction différentiable sur un ouvert convexe D. On suppose qu’il

existe K > 0 tel que
IDfll<k VieD

Alors
I (x)— FWlre < kllx—yllgn  V(x,y) € D?

Théoréme 31 (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS (4))
Soit f:D c R" — RP une fonction de classe € de l'ouvert D de R" dans RP, et soient x,y € D,

tels que le segment
[x,y]={(1—t)x+ty telque t€l0,1D}cD

Alors

1f ()= F(Dlre < s]%pl[lldf((l—t)x+ty)ll.llx—y||uqan
t€]0,

FIN



